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分数微积分用于分形压缩图像嵌入灰度水印 
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摘  要：传统的基于分形编码的水印技术一般嵌入 0,1 序列，没有实现灰度图像嵌入。本文在

研究正交化分形编码的基础上，利用正交化分形编码参数在迭代过程中的不变性，构造出水印嵌

入变换函数，使水印直接嵌入解码参数。分数阶微分序列的引入有效解决了嵌入水印的保密性问

题，使得在分形编码的过程中嵌入灰度水印的方法具有了可行性，实现了图像压缩与水印嵌入一

体化技术。实验结果表明，水印嵌入对宿主图像的分形编码质量几乎没有影响，水印提取质量良

好，且采用分数阶微分序列对灰度水印进行加密效果较好。 
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Using fractional calculus to embed gray image as watermark into 

fractal compressed image 

HUANG Xiao-qing，YU Sheng-lin 
(College of Automation Engineering，Nanjing University of Aeronautics and Astronautics，Nanjing Jiangsu 210016，China) 

Abstract：For traditional watermarking techniques based on fractal coding, watermarking format is 

limited to binary sequence 0,1, thus incapable of gray-scale image embedding. In this paper, a novel 

algorithm feasible for gray-scale watermarking embedding is proposed. To embed watermarking directly into 

decoding parameters, the host image is encoded with orthogonal fractal coding techniques. Because of the 

mean-invariant characteristics of fractal encoding parameters during iterations, the watermarking can be 

embedded into them. On the other hand, fractional calculus pseudo-random sequence has solved the problem 

that how to enhance the security of embedded watermarking and makes it possible for gray-scale watermark 

to be embedded during fractal encoding process. Experimental results indicate that proposed algorithm 

brings little contamination upon the original image，and the extracted watermarking is of good quality. The 

encryption for gray-scale watermark with fractional differential sequence shows good performance. 
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分形技术应用于图像压缩编码是近 15 年发展起来的一种图像压缩方法 [1−2]。随着分形图像自动编码算法的不

断改进，编码速度过慢的缺点得到改善，分形压缩比高的特点更为突出，使得分形在图像压缩编码中占据越来越

重要的地位。随着分形编码研究的不断深入，分形编码技术已经渗透到数字水印、特征提取、人脸识别、数据库

检索、图像去噪等众多领域 [3]。其中基于分形压缩编码的数字水印技术是一种集图像压缩与水印嵌入于一体的技

术，也是当前数字水印技术研究的一个重要方向，并且已取得了一些初步的成果。1996 年，Paute J 和 Jordan F
提出了一种基于分形图像编码理论的数字水印技术 [4]。这种传统的基于分形图像编码的数字水印技术利用了值域

子块的最佳匹配子块的位置不变性，根据最佳匹配子块所处的寻找区域来嵌入和提取有意义的水印。接着，又有

许多学者提出了其他算法，但这类算法大都是在传统方法上的改进 [5]。从目前发表的公开文献来看，现有基于分

形的数字图像水印方案一般都是采用伪随机序列作为水印，如何采用有意义的灰度图像作为水印是目前研究的一

个方向 [6]。另一方面，近三百多年来，分数阶微积分已经成为数学分析的一个重要分支，但对于工程技术界学者

而言它还鲜为人知 [7]。如何将分数阶微积分应用到数字水印中去更是一个全新的研究方向 [5,8−9]。  
 
 

 
收稿日期：2010-04-16；修回日期：2010-06-23 
基金项目：江苏省自然科学基金资助项目(BK2001047)；航空科学基金资助项目(04D52032) 



第 6 期               黄晓晴等：分数微积分用于分形压缩图像嵌入灰度水印              703 
 

本文将分数阶微分的阶次作为水印的密钥，对正弦型信号进行分数阶微分，求出两个分数阶微分阶次相差很

小的抽样序列的差值序列，从而生成伪随机离散序列，利用该序列对灰度水印进行加密处理，得到待嵌入的水印

序列。再利用正交化分形编码参数 R 块均值在迭代过程中的不变性 [10]，将水印序列植入量化的 R 块均值中，实现

了把有意义的灰度图像嵌入到分形压缩图像中的数字水印嵌入方法。实验结果表明，嵌入的水印有较好的不可感

知性和鲁棒性。 

1  构造分数阶微积分伪随机序列 

1.1 分数阶微积分定义及正弦型信号的分数阶微积分分析  

在分数阶微积分理论的发展与演化过程中，许多研究者从不同的研究角度出发，给出了相应的分数阶微积分

的定义。本节以 Grünwald-Letnikov 定义为例，给出分数阶微积分的定义，并给出正弦型信号的分数阶微积分分

析。分数阶微积分的 Grünwald-Letnikov 定义是从研究连续函数整数阶导数的经典定义出发，将微积分的阶数与

因次由整数扩大到分数推衍而来的。Grünwald-Letnikov 定义表述如下 [11−12]。  
对于任意的实数 α ，记 α 的整数部分为 [ ]α ，假如函数 ( )f t 在区间 [ ],tα 上有 1m + 阶连续导数； 0α > 时，m 至

少取 [ ]α ；则定义分数阶 α 阶导数为：  
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式(1)和式(2)分别是 Grünwald-Letnikov 定义的定义式和计算式。  
正弦信号是在理论上和工程实际中应用广泛的一类信号，其表达式为：  

0( ) sin ( )f t A tω ϕ= +                                     (3) 
式中： A 为正弦信号的幅度值； 0ω 为正弦信号的角频率； ϕ 为初始相位值。  

根据分数阶微积分公式，对正弦信号进行分数阶 v 阶微分， (0,1)v∈ ，得到的结果为 [12−13]：  

( )
0 0 0 0

π( ) sin ( ) [sin ( )] sin ( )
2

v v v vx t D t t tω ω ω ω= = = +                         (4) 

可见，对正弦信号进行分数阶微分运算后，其幅度以 0ω 因子进行广义调幅，其相位以 π / 2v 进行广义希尔伯

特变换 [13]。  

式(4)是正弦信号连续时间变量表示式，为了将该表达式进行离散化，对分数阶微积分后的正弦信号进行等

间隔周期采样，转化为离散信号。由于正弦信号的特殊性质，对正弦信号的抽样特性有以下结论：对于正弦信号

的抽样，在抽样频率 sf 位于区间 0 02 3sf f f< < 内时，如果初相 ϕ 已知，则可以完全恢复出原始正弦信号来；如果

初相 ϕ 值未知，则不能恢复出原始正弦信号。  
因此，可以利用分数阶微积分算子 (0,1)v∈ 的特性，构造抽样频率为 0(2 )sf v f= + ，则抽样频率 0 02 3sf f f< < 。

对于式(3)， π / 2vϕ = ，也就是说，在不知道分数阶微积分参数 v 的情况下，无法对取样前的信号进行恢复，从而

保证了数据的严密性。  

1.2 正弦型信号不同阶次的分数阶微分伪随机序列的差值分析  

由本文 1.1 节分析可以确定，在分数阶微分算子 (0,1)v∈ 未知的情况下，采用 0(2 )sf v f= + 的抽样频率，得到 v
次微分后的正弦信号的离散序列是无法进行恢复的。同时，对于两个差值非常小的微分阶次 1v 和 2v ，对正弦信号

微分处理后得到的两离散序列 1( )v n , 2 ( )v n 的差值与 n 值的变化在一定范围内成正比。  
通过仿真实验还可看出，随着 n 逐渐增大，差值的最大值和最小值都在逐渐增大，进而说明，两序列的差异

很大，这种伪随机序列对微分阶次十分敏感。因此，用该差值序列对二值水印图像进行加密，能够保证水印的隐

蔽性。  
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2  基于正交化分形图像编码的灰度水印嵌入方法  

2.1 正交化分形图像编解码算法  

1990 年，Jacquin A E 提出了基于分块迭代函数系统 PIFS(Partitioned IFS)的分形块编码算法 [14]，这一算法对

分形压缩方法的实用化起到了奠基作用，此后有关分形图像编码的研究都建立在此基础上。  
在基本分形编码算法中，图像被分割成大小不同的两类子块：Rang 块( R 块)和 Domain 块( D 块)。其中，R 块

互不重叠且覆盖整幅图像， D 块可以重叠且边长大于 R 块，通常是 R 块的 2 倍。 D 块经 4-邻域像素平均或间距

采样收缩为 R 块的大小，这种子块的全体构成码本 Ω 。为改进图像质量，一般还要对码块 D 进行 8 种等距变换

(Jacquin 方案中提出 0D , 90D , 180D , 270D 旋转变换和垂直中线、水平中线、 45D , 135D 对角线反射变换)。  
根据 PIFS 拼贴定理，通过寻找合适的仿射变换 :L RΩ→ ，使得 ( ) ,i i i iR L D D≈ ∈Ω 。传统的仿射变换用式(5)

表示：  
( ) ( ) ,L D s D o U Dγ= ⋅ + ⋅ ∈Ω                                    (5) 

式中： ( )Dγ 为等距变换； s 为对比度调节因子； o 为灰度补偿因子；U 为亮度值均为 1 的常值块。对于每个 iR 寻

找其最佳匹配的 ( )P iD 块，根据最小二乘法准则，得到最佳匹配的 is , io 。  

每个 R 块的分形编码由 { }, ( ), ,i ik p i s o 4 个参数组成。 ( )p i 表示 iR 的最佳匹配块的位置；k 表示等距变换的类型，

1 ~ 8k = 。解码时，利用仿射变换迭代式(6)作用于任何初始图像完成。  
( ) ( 1)( )n nR s D o Uγ −= ⋅ + ⋅                                  (6) 

为提高解码速度，G E Oien 和 S LepsOy 通过对编码过程算子的正交化处理，使得解码的迭代过程可以在很

有限的次数内收敛，从而大大提高了解码速度 [15]。  

正交化处理后，分形编码参数由对比度调节因子 s 和 R 块均值 R 代替了原来的对比度调节因子 s 和灰度补偿

因子 o 。新的分形编码参数为 { }, ( ), ,ik p i s R 。正交化的解码迭代式为：  

( ) ( 1) ( 1)( )n n nR R U s D D Uγ − −′ = ⋅ + ⋅ −                               (7) 

2.2 基于正交化分形编解码的灰度水印嵌入方法  

从式(6)可以看出，非正交化分形编码中，参数 is , io 依赖于 D 块码本 Ω 。在该参数中嵌入水印后，当分形压

缩图像受到攻击时，其 D 块码本 Ω 与原图像的 D 块码本很可能不同，参数 is , io 也会不同。因此，利用非正交化

迭代，改变分形编码参数嵌入水印的方法并不可行。而从正交化分形编码的迭代式(7)可以看出，经 n 次迭代的均

值 ( )nR′ 为： ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( ) ( )n n n n nR R U s D D U R s D D Rγ γ− − − −′ = ⋅ + ⋅ − = + ⋅ − = ，因此，正交分形编码的迭代过程具有 R 均

值不变性，即 ( ) ( 1) (1)n nR R R R−′ ′ ′= = = =" 。这一性质为水印的嵌入提供了可能。水印嵌入参数 R ，在解码迭代过程

中，能一直保持原有水印信息不改变，水印从而扩散到分形解码图像中。  
2.2.1 构造基于正交化分形编解码的水印嵌入变换函数  

灰度水印嵌入的关键问题在于如何将水印信息嵌入 R 块均值 R ，使之能够保证含水印分形编码的质量，又能

够使水印有良好的抗攻击性。  

宿主图像 N NI × 为 256 级灰度图像，其 { }1 2, , , mR R R R= " 。水印图像为 M M× 大小的同样为 256 级的灰度图像

{ }1 2, , , M MW w w w ×= "" 。由于宿主图像与水印有相同的灰度级，若 W 直接作用于 R ，即 wR R W= + ，显然， wR 已

不具备宿主图像的信息。对 W 归一化，使得对于任意像素点 iw ，满足 0 1iw≤ ≤ 。这样虽能降低对宿主图像的影

响，但是，经过归一化，当 iR 的值较小， iw 值较大(例如 1iR = , 1iw = )时，水印对解码参数 R 的影响也越大。因

此，这种直接作用于 R 的方法不能实现灰度水印嵌入。  

为不影响嵌入水印的分形压缩图像质量，显然要尽量减小水印嵌入对 R 参数的影响。本文给出如下嵌入算法。 

设宿主图像 N NI × ，经正交分形编码得到参数 { }, ( ), ,ik p i s R , { }1 2, , , mR R R R= " 。定义 →\ \域上的嵌入变换函数

( , , )wR Rψ α ：  
i

1

(1 )( , , )
1(1 )

w w n

j
j

R WR R R

n

αψ α
α

=

⋅ + ⋅
= =

+ ∑
                                   (8) 
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式中：iW 为灰度水印 W 经预处理后得到的水印序列，i { }1 2, , mW w w w= " 。且对于任意 , 1,2, ,iw i m= " ，满足 0 1iw≤ ≤ 。 

变换式(6)中 { }1 2, , nα α α α= " 为水印嵌入强度因子，由向量 W� 决定。定义 α 为：  

, if 0.5 1, 1,2, ,
, (0,1)

2 , if 0 0.5, 1,2, ,
i

i
i

w i m
w i m

λ
α λ

λ
=⎧

= ∈⎨ < =⎩

"
"

≤ ≤

≤
                          (9) 

从式(7)可以看出，强度因子 α 约束了 wR 的变化范围。中间变换 i(1 )R Wα⋅ + ⋅ ，使得 R 在 1 1 λ+∼ 倍的范围内变

化，这样将会带来解码图像整体亮度的改变。为降低这种影响，再用 α 均值对 R 整体调整，从而得到更接近 R 的

解码参数 wR 。这样，用分形解码参数 { }, ( ), , wik p i s R 解码，就可得到嵌入水印的分形压缩图像。  

2.2.2 分数阶微分在水印嵌入过程中的作用分析  

式(9)要求水印序列 W 与 R 等长，首先 W 要经采样收缩或补零放大，使之与 R 等长。但是仅对 W 做这样的处

理，并没有将水印信息作有效地保护，水印的抗攻击性不强。根据本文第 2 节的分析，在水印中加入分数阶微分

序列可以进一步对水印加密，提高水印的抗攻击性。因此，本文选取 2 个差值非常小的微分阶次 1v 和 2v ，利用

0(2 )sf v f= + 的抽样频率，得到微分后正弦信号的 2 个离散 1( )v n , 2 ( )v n 序列的差值序列 ( )v n 。应用此序列对水印进

行加密，并将加密后的水印序列嵌入到正交分形编码参数中。最终，嵌入水印的正交分形迭代式为：  
( ) ( 1) ( 1)( )n n n

wwR R U s D D Uγ − −′ = ⋅ + ⋅ −                              (10) 

2.3 水印的嵌入、提取过程  

根据以上叙述，本文提出的水印嵌入方法步骤如图 1 所示。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

水印的提取为水印嵌入的逆过程。计算含水印图像的各 R 块均值，经式(10)反变换即可得到。水印嵌入过程

产生的 α ，在提取和嵌入过程中不可缺少，并且，不同的 iw 对应了不同的 α 。水印提取过程的流程图，如图 2

所示。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3  实验结果与分析  

3.1 水印的嵌入与提取实验  

仿真实验中，本文用大小为 256×256 的典型 256 级灰度图像 Lena 图作为宿主图像。用 64×64 的 2 幅灰度图

像作为水印。宿主图像与水印图像如图 3 所示。在利用本文方法嵌入水印时，本文以初相位为 0，频率为 50 的

正弦信号进行分数阶微分。微分阶次分别选择 1 0.513 5v = , 2 0.513 6v = ，采用 0(2 )sf v f= + 的抽样频率进行抽样，得

到分数阶微分差值序列 1 2( ) ( ) ( )v n v n v n= − ，并选取 ( )7 710 4 095,10n∈ − 的一段序列作为水印的加密序列，加密后的

水印图像如图 4 所示。  

Fig.2 Watermarking extracting process 
图 2 水印提取过程 

watermarked image

host image

extract watermark sequence

fractional  calculus pseudo-random sequence
 

reconstruct watermark

remove fractional  calculus pseudo-random sequence 

calculate  

 
calculate 

wR

R

Fig.1 Watermarking embedding process 
图 1 水印嵌入过程 

host image orthogonal fractal coding
 

gray image as 
watermark

make fractional calculus pseudo-
random sequence

orthogonal 
fractal decoding

 

watermarked image 

 

calculate parameters        with formula (8)

get watermark sequence iW

wR
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再 将 加 密 后 的 水 印 利 用 本 文 方 法 嵌 入

宿主图像，其结果如图 5 所示。  
从图 5 可以明显看出本文方法能够将加

密后的水印成功嵌入宿主图像，并能较好地

将原水印提取出来。  
本 文 用 峰 值 信 噪 比 ( PSNR )及 归 一 化 互

相关系数 NC 来分别衡量水印嵌入后对宿主

图 像 的 影 响 以 及 提 取 水 印 与 原 始 水 印 的 相

似度。根据目前文献，大多采用 0,1 序列作

为水印，不能嵌入灰度水印。因此，本文给

出如图 6 所示的 2 幅二值图像作为水印，这样就和文献[10]中嵌入 0,1 序列

作为水印是一致的，从而使本文算法与文献[10]中提出的算法有了可比性。 

其计算结果如表 1 所示。从表中数据可以看出，本文方法与文献[10]方法对嵌入水印后的图像质量的影响基

本相同。虽然本文方法提取得到的水印和文献[10]方法相比，含有较多的噪声，但是本文方法的保密性有了明显

提高。  
表 1 本文方法与文献[10]结果比较 

Table1 Comparison between the proposed method and method in literature[10] 
 PSNR NC 
 proposed method method in literature [10] proposed method method in literature [10] 

binary watermark 1 33.020 594 32.785 934 0.971 510 0.981 348 
binary watermark 2 32.021 269 31.981 016 0.952 231 0.971 660 

3.2 水印加密序列对分数阶微分阶次的敏感性分析  

在提高数字水印的保密性问题上，文献[9]提出的方法，虽然可以通过对二值水印进行置乱的操作来提高水

印的保密性，但水印提取时置乱操作带来的大量参数信息要和分形编码参数一起进行传输，对图像的压缩比就会

有一定影响，本文方法很好地弥补了这一点。  
水印提取时，如果不知道确切的分数阶微积分阶次，将无法恢复出嵌入的水印信息。即使选取与水印嵌入时

使用的分数阶微积分阶次很接近的数值，仍然无法提取出水印信息，以下对水印图像的微分阶次敏感性进行分析。 
水印嵌入过程中，使用的分数阶微积分阶次为 1 0.513 5v = , 2 0.513 6v = ；而在水印的提取时，适当改变分数阶

微积分的阶次，使之逐渐接近 1v , 2v ，采用的伪随机序列都为 ( )7 710 409 5,10n∈ − 的一段随机序列。仿真得到改变

阶次后提取的水印图像。由于篇幅所限，文中仅将提取水印 2 的结果给出，其图像如图 7 所示。  

       
(a)             (b)             (c)             (d)             (e)             (f)             (g) 

1v =0.513 30      1v =0.513 40      1v =0.513 45     1v =0.513 48      1v =0.513 55      1v =0.513 58      1v =0.513 60 

2v =0.513 40      2v =0.513 50     2v =0.513 55     2v =0.513 58      2v =0.513 65      2v =0.513 68     2v =0.513 70 
Fig.7 Extracted results after changing order of fractional differential 

图 7 改变阶次后水印 2 的提取结果 

图 7 的结果表明，当分数阶微分的阶次发生变化时，提取到的水印质量明显下降。不难想象，通过增加分数

阶微分阶次在小数点后的位数，该算法的保密性将会更强。而且从图 7(a)-(g)的渐变过程可以看出，微分阶次越  
 

          
(a)binary watermarking 1  (b)binary watermarking 2

Fig.6 Binary watermarking 
图 6 二值水印 

       
(a)watermarking 1         (b)watermarking 2

Fig.4 Encrypted watermarking 
图 4 加密后的水印 

       
(a)extracted watermarking 1                     (b)extracted watermarking 2 

Fig.5 Watermarked image and the extracted watermarking  
图 5 本文方法嵌入水印及水印提取结果 

               
      (a)host image Lena               (b)watermarking 1           (c)watermarking 2 

Fig.3 Host image and gray watermarking 
图 3 宿主图像及灰度水印 
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接近 1v , 2v ，提取的水印效果越好，这也间接地反映了分数阶微积分计算的连续性，从而说明分数阶微积分存在

的合理性。  

4  结论  

本文提出了一种基于分形图像编码的水印方法，并在嵌入算法中利用分数阶微分提高了水印嵌入的保密性。

分数阶微分的阶次可以作为密钥和分形编码参数一起进行图像传输，解码时，利用该微分阶次就可以恢复水印，

真正实现了图像压缩与水印嵌入于一体的图像传输方式。同时，由于加密序列对于分数阶微分的阶次具有很强的

敏感性，本文方法的保密性得到进一步提高。  
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