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摘  要：变步长仿射投影算法因结构简单、收敛速度快等优点而得到广泛重视。然而此算法

由于计算量大，其应用受到一定限制。为了降低算法复杂度，利用变阶思想，在迭代过程中对投

影阶数进行控制，文章提出一种新的变步长仿射投影算法——不定阶变步长仿射投影算法。该算法

根据均方偏差的收敛条件，在迭代过程中不断减小投影阶数。仿真结果表明，该算法在减小计算

量的同时还能保证很快的收敛速度和低的失调。 
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Variable Step-size Affine Projection Algorithm with evolving order 

ZHAO Yu，LI Feng 
(Department of Electronic Engineering，Fudan University，Shanghai 200433，China) 

Abstract：The variable step-size affine projection algorithm attracts wide attention for its advantages 

of simple frame, fast convergence rate and so on. However, the high complexity of this algorithm limits its 

application. To reduce its complexity，a new method is proposed which changes its step size based on 

evolving order. According to the condition of convergence on the Mean-Square Deviation, the algorithm 

decreases its order as iteration goes on. Simulation results show low complexity, fast convergence rate，and 

low misadjustment of the proposed algorithm. 
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自适应算法在信号处理中有着广泛的应用，这些算法通过对目标函数进行调整，从而改善接收信号的质量 [1]。

最小均方(Least Mean Square，LMS)算法是一种搜索算法，通过对目标函数进行适当的调整，简化梯度向量的计算，

从而使算法收敛。归一化最小均方算法(NLMS)是 LMS 的一种改进，其本质上是一种变步长 LMS 算法 [2]。然而

当输入数据具有较高的相关性时，NLMS 和 LMS 算法的收敛速率非常低。仿射投影算法(APA)重复利用过去的信

号，在输入信号具有相关性的情况下提高算法收敛速率 [3-5]。然而数据的重用代价是增加算法的失调和复杂度。  
为了减小算法失调，Shin Hyun-Chool 等人提出变步长仿射投影算法(Variable Step size Affine Projection  

Algorithm，VSAPA)[6]，该算法通过在迭代过程中改变步长的大小，从而获得较快的收敛速率和更低的失调。但

变步长的代价提高了 APA 算法复杂度，而 APA 算法复杂度随着投影阶数的增长而变高 [4]。为减小 VSAPA 的算

法复杂度，本文基于降低输入信号维数(阶数)的思想，提出一种新的变步长仿射投影算法——不定阶变步长仿射

投影算法(Evolving order Variable Step size Affine Projection Algorithm，EVSAPA)。此算法在减少计算量的同时

提高收敛速率和得到更低的稳态均方偏差(Mean Square Deviation，MSD)。  

1  仿射投影算法和变步长仿射投影算法 

1.1 仿射投影算法  

设期望响应 ( )id 是一个未知 FIR(Finite Impulse Response)系统的输出，其参数向量可表示为 w0 ， ( )v i 是方差  

为 2

v
δ 的白噪声， iu 为 1×M 的输入行向量，即： [ ( ), ( 1), , ( 1)]i u i u i u i M= − − +u 。若 T( ) [ 1 ]i i i i K= ( - ) ( - )d d d d( ), , , ， 
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iU 是一个 K M× 的输入矩阵，其中 K 为算法的数据重用因子，即仿射投影算法的阶数， T
1 ,[ , , ]i i i i M− −=U u u u 。

仿射投影算法是使下一个系数向量 iw
+1

与 iw 差的 2 阶范数最小化，而强迫后验误差等于零 [7]，于是系数更新为：  

               ( ) 1* *
+1 = +i i i i i iμ

−
w w U U U e                                (1) 

式中： [ ]T
( )= ( ), ( 1), , ( )i i i i Ke e e e- - 为误差向量，且 = ( )i i ii −e d U w ；(·)*表示矩阵的共轭转置。 

1.2 变步长仿射投影算法  

用 w0 同时减去式(1)的两边可以得到：  

( ) 1* *
1i i i i i iμ

−

+ = −w w U U U e                               (2) 

由文献[6]可知，当  

( )
( ){ }

2
0

12 2 *

|| ( ) ||
=

|| ( ) || v i i

E i
μ i

E i Tr Eδ
−

+ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

p

p U U
                          (3) 

( ) ( )1 1* * * *( ) i i i i i i i i ii
− −

=p U U U U w U U U e                           (4) 

成立时，能确保均方偏差(MSD)在第 i+1 次迭代和 i 次迭代之间有最大的下降，式(3)中 *Tr（ ）表示矩阵的迹。当

( )=0v i 时，对 ( ) 1* *( ) i i i ii
−

=p U U U e 两边取期望，得：  

                      ( ) ( )( )1* *( ) i i i iE i E
−

=p U U U e                               (5) 

为估计 ( )ip ，引入下面的迭代式 [6]：  

                    ( ) ( ) 1* *( )= 1 (1 ) i i i ii α i a
−

− + −p p U U U e                            (6) 

式中 α 为平滑因子，且 0 1<α≤ ，利用 2|| ( ) ||ip 代替式(3)中的 2|| ( ) ||E ip 可得 [6]：  

                     
2

max 2

|| ( ) ||
( )=

|| ( ) ||

i
i

i C
μ μ

+

p

p
                                   (7) 

而式(2)变为：  

                    ( ) 1* *
+1 = + ( )i i i i i iiμ

−
w w U U U e                                (8) 

式(7)中 C 是一个正常数，大小约为 L/RSN， maxμ 最大值为 2。通过对式(7)分析可以发现，当 2|| ( ) ||ip 值较大时， ( )μ i

的值趋近 maxμ ；当 2|| ( ) ||ip 较小时， ( )μ i 也较小，且 ( )μ i 的值介于 0~2 之间。此算法优点是：在迭代的开始阶段，

算法的偏差比较大，这时的 ( )μ i 值将会较大，算法收敛速率较高，迭代一段时间后，算法趋近于稳定， ( )μ i 的值

将会变得较小，这样将会保证算法的偏差更小。上述算法取得较小的 MSD 是以提高计算量为代价，而 APA 算法

正是由于这一缺陷而受到限制。为减少 VSAPA 算法的计算量，下面提出不定阶变步长仿射投影算法(EVSAPA)。 

2  不定阶变步长仿射投影算法  

VSAPA 算法通过变步长来降低算法的均方偏差，然而在算法复杂度上是有增无减，比传统的仿射投影算法

还要高。通过文献[3]可知，仿射投影算法的复杂度随着投影阶数的增加而提高。同时投影阶数对算法的收敛性

能又有很大的影响：即 APA 算法投影阶数越大，收敛速率越高，但稳态均方偏差较大；当投影阶数较小时，算

法收敛速率较慢，但稳态均方偏差较小。因此，可以在改变投影阶数的同时，通过不断减小步长的方式，提高收

敛速率和减小稳态均方偏差，同时还能降低算法复杂度。  
在算法迭代的开始阶段，为了确保收敛速率高，使输入矩阵的阶数较大，同时步长也保持较大的值。在算法

稳定阶段，采用的输入矩阵阶数和步长小，这样可以降低算法在稳定阶段的稳态偏差和减小计算量。根据这一思  
想，采用文献[8]中变阶的观点，有如下关系式：  
 
 



66                    信 息 与 电 子 工 程                   第 9 卷  

 

( )( )2
1, ii i KK f −= e                                      (9) 

式中 iK 表示第 i 次迭代过程中的输入矩阵阶数。由式(9)可以看出在迭代过程中第 i 次的阶数由第 i-1 次的阶数和

输出误差决定。  

    对于 iK 的具体取值见式(10)[8]：  
2

1 max

2
1

2
1

min ( 1, ), ( )

, ( )

max ( 1,1) ( )

i i

i i i i

i i

k k η i

k k θ i η

k i θ

−

−

−

+ <

= <

−

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

≤

≤，

e

e

e

                           (10) 

式中： iη 表示在 i 次迭代过程中的误差上限； iθ 表示误差的下限； ik 的值满足 max1 ik k≤ ≤ ，最大的投影阶数 maxk

必须小于或等于未知 FIR 系统的长度 M [9-11]。随着输入阶数的变化，式(6)变为：  

        ( )* *
1 , ,= +i i i,k i k i,k i ki i i i

Uμ+

1

w w U U e
-

                            (11) 

式 中 ,i ki
U 和 , ii ke 分 别满 足

T

, 1 1,, ,
i ii k i i i k− − += ⎡ ⎤⎣ ⎦U u u u ； [ ]T

, 1( ), ( 1), , ( ) ,
ii k ii i i k −= − −e e e e ( ) ( ) i l i li l i l − −− = − −e d u w 。

在变阶基础上引入变步长，式(4)变化为：  

             ( ) 1* *
, , , , ,i i i i ii k i k i k i k i k

−
=p U U U e                              (12) 

同时由式(6)可以得到：  

              ( ) ( )
1

1* *
, , , ,( )= 1 (1 )

i i i i i ik k i k i k i k i ki α i a
−

−
− + −p p U U U e                    (13) 

因此，可以得到变步长 ( )μ i 的数学表达式为：  
2

max 2

|| ( ) ||
( )=

|| ( ) ||
i

i

k

k

i
μ i μ

i C+

p

p
           (14) 

于是系数向量的迭代关系式为：  

( ) 1* *
1 , , , ,= + ( )

i i i ii+ i i k i k i k i kμ i
−

w w U U U e      (15) 

在迭代过程中 iη , iθ 按式(16)计算 [8]: 

2 1

2 1

( 1) 2

2 ( 1)

( 1)( 1) 2

2 ( 1)

i
i v

i
i v

μ i k

μ i

μ i k
θ

μ i

η δ

δ

−

−

− +
=

− −

− − +
=

− −

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

       (16) 

式中 2
vδ 为测量噪声方差。图 1 为算法的具体过程。  

通过算法分析发现 iη , iθ 与稳态均方误差有很重

要的关系，而投影阶数又决定了稳态均方偏差的大

小。当输出误差小于 iθ 时，为获得更低的稳态偏差，

迭代的阶数将会减 1；当输出误差大于 iη 时，迭代的

阶数将在原来基础上加 1，以获得更高的收敛速率。

图 2 显示的是在一次实验中输入矩阵投影阶数的变

化情况。在程序开始阶段，输入最大阶数为 30。从

图 1 中可以看到，随着迭代次数的增加，阶数不断变

小后趋近平稳，最后接近于 2，而传统变步长算法的

阶 数 一 直 保 持 3 0 不 变 。 可 见 本 文 提 出 的 算  
法，有效地减少了输入矩阵阶数，算法复杂度大大地

降低，投影仿射算法的效率得到进一步提高。  
 

initialization: 
w0=0,0,…0, k= maxk , maxu u= , α =0.9,C=0.1, 

2 2
1 2/ (2 ), 2 / (2 )v vC μδ μ C δ μ= − = −  

Vector Definition： ( ) [ ( ) ( 1) ( 1)]i i i i M= − − +u u u u ; 

Calculate： iη , iθ , ( )ie , ik ： 

2 1( 1) 2

2 ( 1)
i

i v

μ i k
η δ

μ i
−− +

=
− −

, 2 1( 1)( 1) 2

2 ( 1)
i

i v

μ i k
θ

μ i
δ −− − +

=
− −

, 

Calculate ik  as Equation (10): 

Select , ii kU , , ii ke : 

T

, 1 1,, ,
ii k i i i ki− − += ⎡ ⎤⎣ ⎦U u u u ,

[ ]T

, 1( ), ( 1), , ( )
ii k ii i i k −= − −e e e e  

Calculate Step Size： 

( ) ( )
1

1* *
, , , ,

2

max 2

( )= 1 (1 )

|| ( ) ||
( )=

|| ( ) ||

i i i i i i

i

i

k k i k i k i k i k

k

k

i α i a

i
μ i μ

i C

−

−
− + −

+

p p U U U e

p

p

 

Iteration： 

( ) 1* *
i+1 , , , ,= + ( )

i i i ii i k i k i k i kμ i
−

w w U U U e . 

Fig.1 Summary of EVSAPA algorithm 
图 1 EVSAPA 算法总结 
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与 此 同 时步长 ( )μ i 也 随 着 2|| ( ) ||
ik ip 的变 化 而

改变。当 2|| ( ) ||
ik ip 值较大时， ( )μ i 取值接近于 maxu ，

收敛速率提高；当 2|| ( ) ||
ik ip 取值偏小时， ( )μ i 的值

小于 maxu ，算法的稳态偏差将会更小。 

3  算法仿真 

下 面 通 过 系 统 识 别 对 文 中 所 提 出 的 算 法 进

行仿真，并与相关算法进行比较。设未知系统为

32阶的FIR系统，由MATLAB随机产生，输入信

号由高斯白噪声通过极点为0.9的一阶AR滤波器产生；输出信噪比RSN为30 dB，平滑因子 α =0.9，常数C=0.1，所

得到的曲线都经过100次平均。  

在变步长仿射投影算法中， maxu 的初值选取对算法的影响很大。后面的变步长的计算中，以初值为标准，初

值选得越大，算法收敛越快。从图 3 可以看出 maxu 取不同值时 MSD 的收敛情况。从图 3 可知当 maxu 取值在 1~0.1

之间时，收敛速率较快，但当 maxu 为 0.01 时，收敛速率较慢，这与理论效果是相符的。  

从图 4 可以看到 EVSAPA 与传统的 VSAPA 算法的比较结果，算法仿真过程都是对一随机未知系统进行识别。

EVSAPA 中取的初始阶数为 30， maxu 为 0.1，VSAPA 的 maxu 值分别为 1,0.1,0.01。从图 3 中可以看出，无论 2 种

方法的 maxu 取值是否一样，EVSAPA 比 VSAPA 有更快的收敛速率和更小的稳态偏差。结合图 2 可知在迭代过程

中 EVSAPA 的计算量远小于 VSAPA 的计算量。  

EVSAPA 算法和 EAPA 算法及 APA 算法的比较如图 5 所示。所有算法阶数初值均为 30。从图 5 可以看出，

本文提出的算法与 EAPA 算法相比：当 maxu 小于等于 EAPA,APA 中的步长时，本文提出的算法效果更为明显，具

有更小的稳态误差，更高的收敛速率。  

4  结论  

本文提出了一种新的变步长仿射投影算法，算法在

改变步长的同时，依据收敛情况不断更改投影阶数。该

算法与传统的变步长算法相比，具有更小的稳态均方偏

差，更快的收敛速率和更低的算法复杂度，与传统的变

阶仿射投影算法相比，具有更小的稳态偏差。在算法中，

平滑因子 α 的取值一般在 0.8~0.99 之间，常数 C 的值在

0.000 1~0.15 之间，这样可取得较好的仿真效果。  
 
 

Fig.5 Convergence curves of EVSAPA,EAPA and APA 
图 5 EVSAPA 和 EAPA,APA 收敛性比较 
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