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链接文档中基于子空间分解的高效谱聚类算法
原 虹，赵 丽，王溢琴
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摘 要：：提出了一种基于子空间分解的高效谱聚类算法。首先，基于共识信息和特定域信息

的矩阵分解将链接文档划分为 3 个子空间，然后对子空间添加正则化项建模共识信息和特定域信

息对聚类的不同影响，并采用交替优化方法实现谱聚类。考虑到谱聚类的复杂性，提出了一种带

曲线搜索的梯度下降法加速求解过程。3个真实数据集上的实验结果表明，所提算法在聚类质量和

效率方面始终明显优于目前典型的基线算法，且对输入参数不敏感。
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AbstractAbstract：：An efficient spectral clustering algorithm based on subspace decomposition is proposed.

Firstly, based on the matrix decomposition of consensus information and domain specific information, the

linked documents are divided into three subspaces, the different effects of consensus information and

domain specific information on clustering are modeled by adding regularization items to the subspaces,

and the alternative optimization method is utilized to achieve spectral clustering. In addition,

considering the complexity of spectral clustering, a gradient descent method with curvilinear search is

proposed to accelerate the solution process. Experimental results on three real datasets show that the

proposed algorithm is superior to the current typical baseline algorithm in terms of clustering quality and

efficiency, and is insensitive to input parameters.

KeywordsKeywords：： linked documents； subspace decomposition； spectral clustering； gradient descent

method；baseline algorithm

文本数据和链接数据是指具有丰富文本内容的互连对象的集合，也称为链接文档。对链接文档进行聚类在

很多现实场景中都有应用 [1]，如，可以在搜索引擎中使用聚类来促进文档组织，改进搜索结果排名，以及更快地

进行信息检索。聚类还可以在社交网站(Facebook、Twitter 等)中用于以群组为目标的广告和营销 [2]。

人们已经对用于链接文档的聚类方法进行了广泛研究，其中，代表性的聚类方法主要有：概率方法 [3-5]、矩

阵分解方法 [6-7]和基于相似性和多视图的方法 [8-10]。但以上的所有方法在聚类过程中主要关注共识信息的建模，

没有考虑文档间的信息差异，仅将区别于共识信息的特定域信息视作误差。为此，本文提出一种改进的聚类方

法 [11]，将任意域的数据看作三部分：共识域、特定域和误差，并通过对共识信息和特定域信息的矩阵分解进行

聚类建模。具体地，将链接数据自然看作一个图，而文本数据则通过词语相似度关系来构建图，采用图的对称

矩阵分解将其顶点映射至低维子空间中；然后基于共识信息和特定域信息的矩阵分解产生 3 个子空间：文本和链

接数据之间的共识子空间、文本特定域的子空间和链接数据特定域的子空间；最后，对子空间分解结果进行正

则化处理，凸显特定域信息对于聚类建模的影响，从而得到一个优化目标为共识信息最大化的聚类模型。
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为求解所提模型的优化问题，在子空间上施加正交性约束将其转化为谱聚类 [11]。然后通过标准的谱聚类子

程序来解决该优化问题。考虑到谱聚类的计算过程依赖于稠密图的特征分解，开销较大，为此，提出利用数据

稀疏性和子空间的低维特点来部署一个带曲线搜索的梯度下降方法。3 个真实数据集上的仿真实验结果也表明了

本文算法的有效性。

1 问题描述

定义由文本数据和链接数据组成的 n 个链接文档集合为：C = (XA)。其中，X 表示链接数据，A 表示文本数

据。X 为 n ´ n 矩阵，其中的每个元素 Xij 表示连接第 i 个文档和第 j 个文档的链接数量。A 为 n ´m 矩阵，每行表示

一个文档，每列表示大小为 m 的字典 [12]中的一个单词或字的特征，Aij 表示在第 i 个文档中第 j 个字的出现频率。

给定任意的链接文档集 C 和聚类数目 k，本文研究的聚类问题是：如何将 C 划分为 k 个不相交的聚类，使文本数

据和链接数据之间的共识信息最大化。

2 本文方法

本文提出的改进聚类方法首先在图上引入对称矩阵分解，构成聚类模型的基础；然后，基于共识信息和特

定域信息对文本和链接数据执行分解；最后，采用正则化方法锐化子空间，给出模型的最终目标函数。

2.1 对称矩阵分解

给定一个图的邻接矩阵 W，它的标准化邻接矩阵和标准化拉普拉斯算子可分别定义为：W͂ =D
-

1
2WD

-
1
2 和 L =

I - W͂。其中，I 为单位矩阵，是全一列向量，D = diag(W1)。则在正交性约束条件下图的对称矩阵分解问题可建模

为如下的优化问题：

min
U TU = I

||W͂ -UU T||2
F (1)

式中： || × ||F 为 Frobenius 范数 [13]；U 的行可看作是图顶点在潜在的低维子空间中的投影，这些投影(即低维表示)编

码了关于顶点聚类的判别信息，可被反馈至 K-means 算法中找到最终的聚类结果。由于正交性约束，问题 (1)等

价于求解给定图的谱聚类问题，即 min
U TU = I

tr(U T LU)。

2.2 基于共识信息和特定域信息的分解

在文本数据上构造一个余弦相似图 Y(在链接数据上做类似处理，可得余弦相似图 X)，其中的任意元素 Y ij =
A i ×A

T
j ×

||A i ×||2||A j ×||2

，A i ×表示 A 的第 i 行。进一步地，分别定义 X͂ 和 Y͂ 为 X 和 Y 的标准化邻接矩阵。标准化文本数据 A͂ 定义

为：A i × = (Y i ×1)-1/2
A i ×

||A i ×||2

，有 Y͂ = A͂A͂T。然后对链接数据和文本数据执行如下的对称矩阵分解：

X͂ =U1U
T
1 +E1，Y͂ =U2U

T
2 +E2 (2)

式中 E i 表示链接数据或文本数据的重构误差矩阵，文中基于 U T
i U i = I 约束条件下的 Frobenius 范数对其进行最小

化。为了描述文本数据和链接数据中的共识信息和特定域信息，将子空间分解为一个共识子空间 UÎRn ´ k 和两个

特定域子空间 U iÎRn ´ ki：子空间¬[UU i ]

对于文本数据和链接数据，可以进行如下的共识信息和特定域信息的分解：

ì
í
î

ïï

ïï

X͂ =UU T +U1U
T
1 +E1

Y͂ =UU T +U2U
T
2 +E2

(3)

式中：UU T 表示文本数据和链接数据之间的共识信息；U T
i U i (i = 12) 表示文本数据和链接数据中的特定域信息。

在式(3)中，U TU = I 和 U T
i U i = I(i = 12)。为了从 U 中使用共识信息实现聚类，需解决如下的优化问题：

ì
í
î

ïï
ïï

min ||E1||
2
F + ||E2||

2
F

满足条件:U TU = I和U T
i U i = I(i = 12)

(4)
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2.3 基于正则化的聚类建模

根据共识信息和特定域信息的定义，3 个子空间 U 和 U i (i = 12)之间应该彼此不同。因此，为了真实建模不同

子空间的差异对聚类的影响以及避免不同子空间之间的信息混杂所导致的噪声，添加正则化项 [8]至式 (4)中的目

标函数：

d(U1U2 )=








 







KU1

||KU1
||2

F

-
KU2

||KU2
||2

F

2

F

(5)

式中 KUi
=U iU

T
i 为线性相似核。与文献 [8]相反，本文要求 d(U1U2 ) 尽可能大。因此还需对 (UU1 ) 和 (UU2 ) 添加类

似的正则化项，最终得到本文的聚类模型为：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

min∑
i = 1

2

[ ]||E i||
2
F - λd(UU i ) - λd(U1U2 )

满足条件:U TU = I和U T
i U i = I(i = 12)

(6)

式中 λ为正则化系数，取值大于 0。

3 优化方法

通过优化式(6)中的目标函数进行模型求解。首先对目标函数进行简化：

Γ(UU1U2 )=∑
i = 1

2

[ ]||E i||
2
F - λd(UU i ) - λd(U1U2 ) (7)

将 ||KU||2
F = k 和 ||KUi

||2
F = ki (i = 12)代入式(6)中，忽略加法和依赖于 k 和 ki (i = 12)的定标常数，可得：

d(U1U2 )=-tr(U1U
T
1 U2U

T
2 ) (8)

类似地，有：

ì
í
î

ïï

ïï

||E1||
2
F =-tr(U T X͂U)- tr(U T

1 X͂U1 )- d(UU1 )

||E2||
2
F =-tr(U TY͂U)- tr(U T

2 Y͂U2 )- d(UU2 )
(9)

最后，再次使用相同的正则化系数 λ，则目标函数变成：

J(UU1U2 )= tr[U T (X͂ + Y͂ )U]+ tr(U T
1 X͂U1 )+ tr(U T

2 Y͂U2 )- λ{tr[UU T (U1U
T
1 +U2U

T
2 )]+ tr(U1U

T
1 U2U

T
2 )} (10)

此时，本文要优化的聚类模型转化为最大化式(10)中的目标函数：

ì
í
î

ïï
ïï

max J(UU1U2 )

满足条件:U TU = I和U T
i U i = I(i = 12)

(11)

将式 (11)转换为谱聚类进行求解，然后提出一种交替优化方法来取代代价昂贵的特征分解，以提高计算

效率。

3.1 迭代过程

正交约束条件下式(10)所示的目标函数可通过交替优化来实现最大化。即在优化 U 的过程中固定其他参数不

变，直到优化过程收敛，优化结束；然后采用同样的思路优化 U i (i = 12)；最后，在 U 上执行 K-means 算法，将聚

类数目设置为 U 中的列数(即 k)，从而得到文档的聚类结果。具体迭代过程如下。

3.1.1 固定 U1 和 U2，优化 U

对 U 进行优化的目标函数为：

F(U)= tr[U T (X͂ + Y͂ )U]- λtr(UU T∑
i = 1

2

U iU
T
i )= tr

é

ë
êêêêU T (X͂ + Y͂ - λ∑

i = 1

2

U iU
T
i )U

ù

û
úúúú (12)

式中 U = arg max
U TU = I

F(U) 可以通过求解和图 (X͂ + Y͂ - λ∑
i = 1

2

U iU
T
i ) 上的标准谱聚类来获得。它由和图上的 k 个最大特征向
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量组成。(X͂ - λU1U
T
1 ) 和 (Y͂ - λU2U

T
2 ) 可看作在过滤了特定域信息后，仍存在于文本数据和链接数据中的共识信息，

而和图则可以看作是这两种共识信息的叠加。

3.1.2 固定 U 和 U2，优化 U1

对 U1 进行优化的目标函数是：

F1 (U1 )= tr(U T
1 X͂U1 )- λtr [U1U

T
1 (UU T +U2U

T
2 )] = tr{U T

1 [ X͂ - λ(UU T +U2U
T
2 )]U1} (13)

式中 U1 = arg max
U1

TU1 = I
F1 (U1 )由求和图 [X͂ - λ(UU T +U2U

T
2 )]的 k1 个最大特征向量组成。和图可看作在链接数据中过滤了

共识信息后的特定域信息。而进一步减去 λU2U
T
2 是为了使链接数据的特定域部分与文本数据的特定域部分区别

开来。

3.1.3 固定 U 和 U1，优化 U2

对 U2 进行优化的目标函数是：

F2 (U2 )= tr(U T
2 Y͂U2 )- λtr [ ]U T

2 (UU T +U1U
T
1 )U2 = tr{ }U T

2 [ ]Y͂ - λ(UU T +U1U
T
1 ) U2 (14)

式中 U2 = arg max
U2

TU2 = I
F2 (U2 ) 是由和图 [Y͂ - λ(UU T +U1U

T
1 )]的 k2 个最大特征向量组成。从上述的迭代过程中可以看出，

与忽略特定域信息的现有方法 [5-6,8-9]相比，本文方法可以明确区分文本特定域信息和链接数据特定域信息对聚类

建模的影响，因此可以保证文本和链接数据之间的共识部分更加精准可靠，聚类结果更准确。

3.2 初始化

迭代过程需要初始化。文中给出一种确定性的初始化方案。具体而言，先将 U 初始化为：

U = arg max
U TU = I

F͂(U)= arg max
U TU = I

tr[U T (X͂ + Y͂ )U] (15)

对比 3.1.1 节中 U 的优化过程可知，式(15)中的 (X͂ + Y͂ )混合了文本和链接数据的共识信息和特定域信息，即初

始化后的 U 可以看作共识信息的未净化版本。类似地，U1 和 U2 可以初始化为：

U i = arg max
U T

i Ui = I
tr [U T

i (X͂ - λUU T )U i ] (16)

3.3 带曲线搜索的梯度下降

式(11)所示的优化问题可用谱聚类来表示并使用其标准子程序进行求解，但由于式(13)~(16)中的和图都是稠

密的，计算量很大，因此本文提出一种带曲线搜索 (Curvilinear search)的梯度下降方法进行求解。该方法能充分

利用求和图的低维结构和数据稀疏性有效解出目标函数及其导数，并能保证沿负梯度下降的每一步都满足正交

性约束。以式(12)中的优化子问题为例说明该方法的主要过程。在梯度下降过程的每次迭代中，对于任意给定的

一个可行点 U(即 U TU = I)，它的负目标函数 -F(U)及其梯度 G 可计算为：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

-F(U)=-tr(U T X͂U)- ||A͂TU||2
F + λ∑

i = 1

2

||U T
i U||2

F

G =Ñ[-F(U)]=-(X + A͂A͂T - λ∑
i = 1

U iU
T
i )U =-X͂U - A͂(A͂TU)+ λ∑

i = 1

2

U i (U
T
i U)

(17)

与全矩阵 (X͂ + A͂A͂T - λ∑
i = 1

2

U iU
T
i )进行特征分解的计算开销相比，由于 X͂ 和 A͂ 是稀疏的，U 和 U i (i = 12)是低维的。

因此，采用如上的方法计算 -F(U)和 G 是非常有效的。

接下来，构造一个斜对称矩阵 F =GU T -UGT(即有 F T =-F)，并在 Stiefel 流形 [10]M ={U:U TU =U}上沿光滑曲线

Q(τ)= ( I +
τ
2

F ) -1( I -
τ
2

F )U 搜索下一个新的可行点。因为
dQ(τ)

dτ
|τ = 0 等于-G 的投影在当前点 U =Q(0) 处的切线空间

M 上，曲线 Q(τ)(τ ≥ 0) 是当前点附近的下降路径。因此，要找到下一个新的可行点 U(当 -F(U) 减小时)，只需沿曲

线找到适当的步长大小 τ > 0。为此，选择 Barzilai Borwein(BB)步长 [14]来加速非单调线性搜索。特别地，第 t 次迭

代的 BB 步长被设置为：
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τ(t)=
tr[(U (t)-U (t- 1) )T (U (t)-U (t- 1) )]

|| tr [ ](U (t)-U (t- 1) )T (G͂(t)- G͂(t- 1) )
δh (18)

式中 h 等于满足以下条件的最小整数：

-F [Q(t) (τ(t) )] ≤ r(t)+ ρτ(t) d
dr

{ -F[Q(t) (τ)]}|τ = 0 (19)

式 中 ： ρηδ 为 正 常 数 ； s(0)= 1， s(t)= ηs(t- 1)+ 1； r(0)=-F(U (0) )， r(t)= [ ]ηs(t- 1)r(t- 1)-F(U (t) ) s(t)； Q(t) (τ)= ( I +
τ
2

F (t)) -1( I -

τ
2

F (t))U (t)，G͂ =G -UGTU，
d
dτ { -F [Q(τ)]}|τ = 0 =-

1
2  G͂

2

F
。

为了保证完备性，将算法 1 中的曲线搜索过程作为求解模型的子程序。类似地，式(13)~(16)中的优化子问题

也可以用算法 1 求解。本文提出的用于文本数据和链接数据的聚类算法在算法 2 中给出，缩写为 SACTL(Spectral

Algorithm for Clustering Text and Link data)。为了提高效率，文中直接在 A͂ 上操作而不是显式地计算 Y，算法 2 中

涉及的目标函数可有效地计算如下：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

F͂ = tr(U T X͂U)+ ||A͂TU||2
F

F͂1 = tr(U1
T X͂U1 )- λ||U TU1||

2
F

F͂2 = ||A͂TU2||
2
F - λ||U

TU2||
2
F

F = tr(U T X͂U)+ ||A͂TU||2
F - λ∑

i = 1

2

||U TU i||
2
F

F1 = tr(U1
T X͂U1 )- λ(||U T

1 U||2
F + ||U T

1 U2||
2
F )

F2 = ||A͂TU2||
2
F - λ(||U

T
2 U||2

F + ||U T
2 U1||

2
F )

J(UU1U2 )= tr(U T X͂U)+ tr(U1
T X͂U1 )+ ||A͂TU||2

F + ||A͂TU2||
2
F - λ(||U

TU1||
2
F + ||U TU2||

2
F + ||U1

TU2||
2
F )

(20)

4 仿真实验

4.1 数据集

选择目前最为典型的 3 个文档数据集 [5]进行仿真实验：

Cora,Citeseer 和 PubMed。对于文本数据 Cora 和 Citeseer，

采用矩阵 A 中元素的值为 1 或 0 表示字典中的单词在文档

中至少出现一次，而对于链接数据 PubMed，则采用矩阵

A 中元素的值进行单词计数。表 1 为 3 种数据集的主要统

计数据。其中，字特征数是指字典的大小，总字数是指每个文档中使用的字特征数之和，即 nnz(A)。

表1 3种文档数据集概况

Table1 Overview of three document datasets

dataset

clusters

documents

links

word features

total words

Cora

7

2 708

5 429

1 433

49 216

Citeseer

6

3 312

4 608

3 703

105 165

PubMed

3

19 717

44 335

4 209

1 333 397

Algorithm 1 Curvilinear search with BB steps
Input:U(0);τ,ρ,η,δ,ε∈(0,1)

Output:U(t)

1:Initialize s(0)=1, r(0)=-F(U(0)), t=0

2:while ||G͂(t)||F>ε do

3: while –F|Q(t)(τ)|>r(t)-
ρτ
2  G͂(t)

2

F
do

4: τ←δτ
5: U(t+1)=Q(t)(τ)

6: s(t+1)=ηs(t)+1

7: r(t+1)=[ηs(t)r(t)-F(U(t+1))]/s(t+1)

8: ξ =
tr [ ](U (t + 1)-U (t) )T (U (t + 1)-U (t) )

|| tr [ ](U (t + 1)-U (t) )T (G͂(t + 1)- G͂(t) )

9: τ←max{min(ξ, τmax), τmin}

10: t←t+1

Algorithm 2 SACTL

Input:X͂A͂,λ,k and ki,i=1,2

Output:U

1:Find U = arg min
U TU = I

- F͂(U)by Algorithm 1

2:Fix U and find U1 = arg min
U1

TU1 = I
- F͂1 (U1 ) by Algorithm 1

3:Fix U and find U2 = arg min
U2

TU2 = I
- F͂2 (U2 ) by Algorithm 1

4:repeat

5: Fix Ui, i=1, 2, and find U = arg min
U TU = I

-F(U) by Algorithm 1

6: Fix U, U2, and find U1 = arg min
U1

TU1 = I
-F1 (U1 ) by Algorithm 1

7: Fix U, U1, and find U2 = arg min
U2

TU2 = I
-F2 (U2 ) by Algorithm 1

8:until J(U,U1,U2) converges
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4.2 评价指标

使用 6 种评价指标对比 SACTL 算法和其他算法在聚类质量方面的性能：精确性、召回率、F 值、平均熵、归

一化互信息(Normalized Mutual Information，NMI)和 ARI(Adjusted Rand Index)[14]。

4.3 基线算法

使用目前常见的 6 种基线算法：PMTLM-DC[5],PCL-DC[10],RRMF[6],RMVSC[9],PMVSC,CMVSC[8]和本文提出的

SACTL 算法进行了性能比较。其中，对于文献 [8-9]中的基线算法，使用余弦核 k(xy)=
xT y

||x||2||y||2

构造文本数据所

需的相似度矩阵。而对于其他所有的基线算法，则直接遵循原作者的思想。将所有算法在 Matlab 2018b 平台上编

程实现，并在配置为 Linux OS,Intel Xeon 2.80 GHz CPU 和 25 GB RAM 的机器上进行测试。

4.4 实验结果

4.4.1 实验设置

整个实验中聚类数量 k 设置为一个真实值。为文本数据选择的聚

类数量 k2 比链接数据选择的聚类数量 k1 更大，因为文本数据通常比

链接数据更复杂。特别地，k1 设置为 k 的大约一半，而 k2 在所有实验

中设置为 k 的 2 倍。详细情况见表 2。在所有实验中，正则化系数 λ设

为固定值 0.7。在曲线搜索中采用文献[14]中的默认值作为步长。将算法的最大迭代次数设置为 5，收敛阈值设置

为 10-5，并报告 10 次 K-means 的平均结果。以所有算法的“均值±标准”的形式报告平均质量结果。

4.4.2 聚类质量分析

图 1~3 为不同算法在 3 个数据集上的性能比较结果。本文无法在最大的数据集 PubMed 上获得 RMVSC 方法的

结果，因为它耗尽了内存。如图 1~3 所示，本文方法始终明显优于所有基线算法。与最佳的基线算法结果相比，

在 Cora 数据集上，SACTL 算法的 F 值、NMI 和 ARI 分别相对提高了 15.2%,19.5% 和 23.2%；在 Citeseer 数据集上，

SACTL 算法的 F 值、NMI 和 ARI 分别提高了 4.8%,6.4% 和 7.5%；在 PubMed 数据集中，SACTL 算法的 F 值、NMI

和 ARI 分别提高了 6.2%,5.1% 和 17.7%。值得注意的是，所有现有基线都忽略了文本和链接中特定域信息的区别，

这表明有必要对这些信息进行建模，以便更好地捕捉共识。

此外可以看到，与 PMVSC/CMVSC 算法相比，SACTL 算法在 Cora,Citeseer 和 PubMed 上所获得的 NMI 聚类质

量比 PMTLM-DC 分别提高 29.9%,39.1% 和 56.6%，如图 3(a)所示；与 RMVSC 算法相比，SACTL 算法在 Cora 和

Citeseer 上的 ARI 聚类性能分别提高了 305.1% 和 114.8%，如图 3(b)所示。

5 结论

从多个数据域寻求共识信息的想法在社区网络中得到了很好的认可和广泛运用。但特定域信息的重要作用

通常被忽略。本文的工作表明，通过在文本数据和链接数据的上下文中明确地建模特定域的区别，可以更好地

分离共识部分并实现改进聚类的性能。仿真实验结果表明，所提的 SACTL 算法的聚类质量和效率都要优于现有

最佳的基线算法。下一步工作中将研究面向缺失值处理的子空间聚类算法，进一步提升聚类的质量和拓展聚类

的应用价值。

表2 不同数据集上的聚类数量

Table 2 Number of clusters on different datasets

dataset

k

k1

k2

Cora

7

3

14

Citeseer

6

3

12

PubMed

3

1

6

Fig.1 Performance comparison of different algorithms in precision and recall
图1 不同算法在精确度和召回率方面的性能比较
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