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任意分布 ST 方法及其在随机场线耦合中的应用
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摘 要：：随机测试 (ST)方法是一种不确定性量化方法，已有的 ST方法还不能处理具有任意分

布随机变量的情况。通过 Gram-Schmidt 正交化算法为任意分布随机变量构建混沌多项式基底，对

ST方法进行拓展，使其可用于任意分布随机变量的情况。将拓展后的 ST方法用于传输线场线耦合

分析中。在场线耦合的计算中，由于辐射场的不确定性，入射波极化角、方位角与仰角存在不确

定性，因此传输线的响应也呈现出不确定性，导致随机场线耦合问题。针对输入参数服从任意分

布的情况，应用 ST方法对传输线场线耦合响应进行不确定性量化。对模型的输出响应进行多项式

混沌展开，通过求解展开系数得到模型响应的统计信息。结合单随机变量和多随机变量场线耦合

算例，得到传输线电压响应的统计信息。最后对比蒙特卡罗模拟方法，验证了 ST方法的正确性和

高效性。
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AbstractAbstract：： Stochastic Testing(ST) method is an uncertainty quantification method. The existing ST 

methods are still unable to handle situations with arbitrarily distributed variables. This paper uses the 

Gram-Schmidt orthogonalization algorithm to construct a chaotic polynomial basis for arbitrarily 

distributed random variables to extend ST method. The extended ST method is applied to the field line 

coupling analysis of transmission lines. In the calculation of field line coupling, due to the uncertainty of 

the radiation field, there is uncertainty in the polarization angle, azimuth angle, and elevation angle of 

the incident wave, resulting in uncertainty in the response of the transmission line, leading to the 

problem of random field line coupling. For the case where the input parameters follow an arbitrary 

distribution, ST method is applied to quantify the uncertainty of the coupling response of the 

transmission line field. Performing polynomial chaos expansion on the output response of the model and 

solving the expansion coefficients, statistical information of the model response is obtained. Combining 

the field line coupling examples of single random variable and multi-random variable, the statistical 

information of transmission line voltage response is obtained. Compared with Monte Carlo Simulation

(MCS) method, the correctness and efficiency of the ST method are verified.

KeywordsKeywords：： Stochastic Testing method； arbitrary distribution； field line coupling； Monte Carlo 

Simulation

随机测试(ST)方法 [1]是一种不确定性量化方法。该方法对系统响应进行多项式混沌展开，根据在若干测试点

上求解系统确定性模型方程而得到的系统响应样本来确定展开系数，从而快捷地得到系统响应的统计信息。相
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比 侵 入 式 多 项 式 混 沌 方 法 [2]， 该 方 法 避 免 了 修 改 原 有 确 定 性 模 型 方 程 和 重 新 开 发 求 解 器 ； 相 比 蒙 特 卡 罗 模 拟

(MCS)方法 [3]，该方法无需大量样本点，只需若干个测试点就可以得到系统输出的统计信息。在电子电气设备

中，传输线是用来传递信息以及传输电磁能量的重要通道。由于电子电气设备的工作环境复杂多样，辐照传输

线的入射波的参数往往呈现出随机不确定性，其服从的分布也多种多样，无法获取传输线电路响应的确定性信

息，只能通过不确定性量化来获得电路响应的统计信息。此外，多种随机因素可能是同时变化的，这增加了问

题的维度，获得的统计信息变得更加复杂。

2013 年，ZHANG 提出了一种侵入式 ST 方法，用于晶体管级模拟的不确定性量化 [4]；2015 年，Manfredi 提出

了一种非侵入式 ST 方法，并给出了具有 25 个随机参数的微波放大器的统计分析实例 [5]；2020 年，Gossye 通过非

侵入式 ST 方法量化了波导色散的不确定性 [6]；杨蕾等提出一种计算随机电阻边界条件的时域传输线方程的多项

式混沌分析方法 [7]；2022 年，Chordia 将非侵入式 ST 方法用于射频电路的不确定度量化，并与其他多项式混沌方

法 进 行 了 比 较 [8]。 但 上 述 文 献 基 本 采 用 服 从 正 态 分 布 、 均 匀 分 布 等 少 数 典 型 分 布 的 随 机 变 量 ， 因 此 本 文 通 过

Gram-Schmidt 正交化算法，将可应用的随机变量的分布类型拓展到任意分布，并针对不确定输入参数服从特殊

分布的情况，通过 ST 方法对传输线场线耦合的电压响应进行不确定性量化。

1　适用于任意分布的 ST 方法

1.1 ST 方法介绍

对系统模型输出 Y 进行多项式混沌展开，并截断为有限项之和：

Y (ξ ) »∑
n = 0

N

 cn Pn(ξ ) (1)

式中：ξ = [ξ1ξ2ξd ] 为由 d 个相互独立的随机输入变量构成的向量；(N + 1)为展开的项数；cn 为展开系数；Pn

为混沌多项式基底，一般情况下可通过查 Wiener-Askey 表 [9]得到。

为求展开系数 cn，对 ξ进行采样，获得若干测试点 ξ (n) (n = 012N)。获得测试点的步骤为 [10]：

1) 对每个随机变量所对应的高于展开阶数一阶的混沌多项式进行求根操作；

2) 对这些根进行张量积组合。

在各测试点上计算模型产生的输出响应，得到一组矩阵方程：

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úY0


YN

=
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úa00  a0N


aN0  aNN

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úc0


cN

(2)

式中：Yn = Y (ξ ( )n )；amn = Pm(ξ ( )n ) (mn = 012N)。

求解矩阵方程 (2) 得到展开系数 cn 后，就可以快捷地得到输出变量 Y 的统计信息，如均值和标准差 [11]：

μY =E [Y ] = c0 (3)

σY = σ 2
Y = E [ ]Y 2 -E2[ ]Y = ∑

n = 1

N

c2
n (4)

1.2 任意分布时混沌多项式基底的构建

现有文献一般通过查 Wiener-Askey 表选取随机变量相应的混沌多项式基底，但该表仅提供了少数分布类型

随机变量的基底。因此本文通过 Gram-Schmidt 正交化算法 [12]构建适用于任意分布类型随机变量的基底，从而对

ST 方法可应用的随机变量分布类型进行拓展。

假设随机变量 ξ的概率密度函数为 ρ (ξ )，从一组线性无关的非正交多项式 en(ξ ) = ξ nn = 01 出发，通过递

推方法构建一维标准正交多项式基底 Pn (ξ)，其中涉及的内积运算 ·· 定义为：

f ( )ξ g ( )ξ = ∫
-¥

+¥

 f (ξ ) g (ξ ) ρ (ξ )dξ (5)

首先得到递推初值：
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P0(ξ ) = e0( )ξ
e0( )ξ e0( )ξ

º 1 (6)

接着逐项进行正交化：

Ψ j(ξ ) = ej(ξ ) -∑
k = 0

j - 1

   ej( )ξ Pk (ξ) Pk (ξ)   j = 12 (7)

然后对正交多项式进行归一化 [13]，得到混沌多项式基底：

Pj(ξ ) = Ψ j (ξ)

Ψ j( )ξ Ψ j( )ξ
   j = 12 (8)

上 述 标 准 正 交 化 过 程 可 用 于 任 何 类 型 的 随 机 分 布 ， 如 ， 对 于 概 率 密 度 函 数 ( 式 (9)~ 式 (11)) 的 标 准 正 态 分 布

N(01)、均匀分布 U(01) 和贝塔分布 Be，可以分别构造出其混沌多项式基底，见表 1。

f1( )ξ =
1

2π
e
-
ξ 2

2 (9)

f2( )ξ = {1 0 ≤ ξ ≤ 1

0 else
(10)

f3(ξ ; ab) = ξ a - 1 (1 - ξ)b - 1

B ( )ab
  0 < ξ < 1  ab > 0  (11)

式中：贝塔函数 B ( pq) = Γ ( )p Γ ( )q

Γ ( )p + q
；伽马函数 Γ(x) = ∫

0

+¥

 tx - 1e-tdt。

Sandu 在 Wiener-Askey 表的基础上给出了标准正态分布、均匀分布和贝塔分布等分布对应的混沌多项式基

底 [14]。与其对比可以发现：表 1 中标准正态分布 N(01) 对应的基底与文献[14]给出的 Hermite 基底完全一致；由于

随机变量的定义域不同，表 1 中均匀分布 U(01) 对应的基底与文献[14]给出的 Legendre 基底并不相同；由于贝塔

分布的参数 (ab) 以及随机变量的定义域不同，表 1 中贝塔分布 Be 对应的基底与文献 [14]给出的 Jacobi 基底并不

相同。

当存在多个输入随机变量时，则可在上述 Gram-Schmidt 正交化算法之后，对各输入变量对应的基底进行张

量积组合，获得多元多项式基底。

2　场线耦合的不确定性量化分析

2.1 场线耦合模型介绍

图 1 为 理 想 地 平 面 上 受 平 面 波 辐 照 的 单 根 传 输 线 模 型 。 传 输 线 左 端 负 载 阻 值 R1 = 50 Ω， 右 端 负 载 阻 值 R2 =

100 Ω， 传 输 线 线 长 l = 0.5 m， 直 径 d = 0.06 mm， 距 地 高 度 h = 1.27 mm， 入 射 波 为 E(t) = E0e
- ( )t - tp

2

2ts
2

cos[2πf0(t - tp ) ]，
其中振幅 E0 = 1 V/m，调制频率 f0 = 200 MHz，持续时间 ts =

3
2πfbw

，带宽fbw = 100 MHz，时延tp = 8ts。

在外界电磁场激励下的 Agrawal 场线耦合模型 [15]为：

表 1  采用本文 Gram-Schmidt 正交化算法构建的 N(0,1)、U(01)和 Be对应的混沌多项式基底

Table1 Chaotic polynomial basis corresponding to N(0,1),U(01),Be constructed using the Gram-Schmidt orthogonalization algorithm

order

0

1

2

3

4

5

chaotic polynomial basis

N(0,1)
1
ξ

0.707 1ξ 2 - 0.707 1

0.408 2ξ 3 - 1.224 7ξ

0.204 1ξ 4 - 1.224 7ξ 2 + 0.612 4

0.091 3ξ 5 - 0.912 9ξ 3 + 1.369 3ξ

U(01)
1

3.464 1ξ - 1.732 1

13.416 4ξ 2 - 13.416 4ξ + 2.236 1

52.915 0ξ 3 - 79.372 5ξ 2 + 31.749 0ξ - 2.645 8

210ξ 4 - 420ξ 3 + 270ξ 2 - 60ξ + 3

835.789 4ξ 5 - 2 089.473 6ξ 4 + 1 857.309 9ξ 3 -
696.491 2ξ 2 + 99.498 7ξ - 3.316 6

Be
1

5ξ - 3

22.135 9ξ 2 - 25.298 2ξ + 6.324 6

93.914 9ξ 3 - 156.524 8ξ 2 + 78.262 4ξ - 11.180 3

390.461 3ξ 4 - 851.915 5ξ 3 + 638.936 6ξ 2 - 189.314 6ξ +
17.748 2

1 605.171 0ξ 5 - 4 321.614 3ξ 4 + 4 321.614 3ξ 3 -
1 964.370 1ξ 2 + 392.874 0ξ - 26.191 6
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¶x

+ L
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=E e
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¶I(lt)
¶x

+C
¶U sca( )lt

¶t
= 0

(12)

式中： l 为沿线弧长；U sca (lt) 为沿线散射电压；I (lt ) 为感应电流；E e
t (lt) 为激励电场的传输线切向分量；传输线

单位长度电感 L =
μ0

2π
ln

2h
r

，真空磁导率 μ0 = 4π ´ 10-7 H/m，h 为传输线距地高度，r 为传输线半径；传输线单位长

度电容 C =
2πε0

ln
2h
r

，真空介电常数 ε0 = 8.85 ´ 10-12 F/m。

对于式 (12)，可以通过时域有限差分法求解。首先建立传输线的几何模型，设定激励源波形函数，依据线长

与分段数设定空间步长与时间步长，初始化沿线电参数。进入时间步循环后，根据沿线分布参数和沿线电流求

解端点电压。当输入参数为随机变量时，应用 ST 方法对端点电压进行多项式混沌展开，并求解展开系数，可以

得到端点电压的统计信息。

2.2 单随机变量情况

算例 1：对于图 1 模型，考虑极化角 α服从平均值为 45°、标准差为 9° 的正态分布。方位角 ϕ = 45°、仰角 φ =

30°。分别通过 100 样本点 MCS 方法和 5 阶 ST 方法得到传输线左端电压的统计信息，见图 2，图中还给出了全部

样本点的结果。

Fig.1 Model of single transmission line excited by plane waves on an ideal plane
图 1  理想地面上受平面波激励的单根传输线模型

Fig.2 Statistical information of left-end voltage of transmission line in example 1
图 2  算例 1 传输线左端电压的统计信息
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算 例 2： 对 于 图 1 模 型 ， 考 虑 方 位 角 ϕ 在 (0°30°) 中 服 从 均 匀 分 布 。 极 化 角 α = 45°， 仰 角 φ = 30°。 分 别 通 过

100 样本点 MCS 方法和 5 阶 ST 方法得到传输线左端电压的统计信息，见图 3，图中还给出了全部样本点的结果。

算 例 3： 对 于 图 1 模 型 ， 考 虑 仰 角 φ 在 (0°30°) 中 服 从 a = 3， b = 2 的 贝 塔 分 布 。 极 化 角 α = 45°、 方 位 角

ϕ = 30°。分别通过 100 样本点 MCS 方法和 5 阶 ST 方法得到传输线左端电压的统计信息，见图 4，图中还给出了全

部样本点的结果。

从图 2、图 3 和图 4 中可以看出，3 个算例中的 5 阶 ST 方法结果与 100 样本点 MCS 方法结果基本符合，验证

了此前通过 Gram-Schmidt 正交化算法生成的混沌多项式基底的正确性以及 ST 方法的准确性。

2.3 多随机变量情况

算例 4：考虑图 1 模型中入射波极化角、方位角与仰角同时发生变化的情况。其中，极化角服从平均值为

45°、标准差为 9° 的正态分布；方位角在 (0°90°) 中服从均匀分布；仰角在 (0°90°) 中服从 a = 3，b = 2 的贝塔分

布。分别通过 20 000 样本点 MCS 方法和 3 阶、5 阶 ST 方法得到传输线左端电压的统计信息，见图 5。

ST 方法结果相较于 20 000 样本点 MCS 方法结果的误差以及 2 种方法的耗时见表 2。

从图 5 和表 2 中可以看出：从结果精确度上看，以 20 000 样本点 MCS 方法的结果作为参考，3 阶 ST 方法的均

值和标准差存在一定的误差，而 5 阶 ST 方法均值和标准差误差很小；从使用时间上看，3 阶、5 阶 ST 方法的使

用时间均远远小于 20 000 样本点 MCS 方法。可见，ST 方法在保持结果精确度的同时，大大提高了效率。

Fig.3 Statistical information of left-end voltage of transmission line in example 2
图 3  算例 2 传输线左端电压的统计信息

Fig.4 Statistical information of left-end voltage of transmission line in example 3
图 4  算例 3 传输线左端电压的统计信息

表 2 不同方法误差与使用时间对比

Table2 Comparison of errors and time consumption among different methods

method

20 000-sample MCS

3-order ST

5-order ST

mean error/%

—
7.38

1.13

standard deviation error/%

—
2.04

0.43

t/s

1 951.25

6.66

21.82

efficiency promotion/%

—
0.34

1.12
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3　结论

本文通过 Gram-Schmidt 正交化算法，将 ST 方法拓展到任意分布的随机变量，并将其用于传输线场线耦合的

不确定性量化。ST 方法的原理是将输出变量进行多项式混沌展开，然后通过求解展开系数从而快捷地得到输出

变量的统计信息。将 ST 方法的结果与蒙特卡罗模拟方法的结果进行对比：单随机变量情况的 3 个算例中，5 阶

ST 方法结果与 100 样本点蒙特卡罗模拟方法结果基本符合；多随机变量情况算例中，5 阶 ST 方法的结果与 20 000

样本点蒙特卡罗模拟方法的结果相比误差很小，且前者的使用时间仅为后者的 1.12%。验证了 ST 方法的正确性

和高效性。本文涉及的随机变量的数目最多为 3 个，后续将对 ST 方法在解决更多随机变量的不确定性量化问题

时的有效性进行研究。
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