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摘  要：“无穷多解”问题，是基于核函数的视频物体跟踪算法的主要问题。而“多极值点”

问题相比“无穷多解”而言更为普遍，却尚未被关注。本文对上述问题进行了研究，并且提出了

一种含区域信息的核函数物体跟踪算法——区域化核函数跟踪算法 (SBT)。该方法主要利用物体分

割获得的区域权重信息来消除虚假的极值点，从而使跟踪过程有更高的鲁棒性。此外，该新方法

自身天然具有处理物体缩放及旋转的能力。实验证明，SBT 算法在跟踪过程中表现出了更好的性能。 
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Kernel-based tracking with section information 

SUN Yan，LI Cai-hui，LU Qi-yong 
(Electronic Engineering Department，Fudan University，Shanghai 200433，China) 

Abstract：The well-known “singularity” problem is one of the major defects in kernel-based video 

object tracking. However, the multiple-extreme problem is more general but has not been paid attention to. 

This paper studies this important problem and presents a novel approach called Section-Based Tracking 

(SBT) that is a kernel-based method with the section information provided by the division of the object’s 

weight image. SBT serves to eliminate fake extreme points and make the tracking process more robust. 

Besides, this new approach can also be naturally extended to deal with scale change and rotation. 

Experiments show that SBT method conduces to better performance in tracking process. 

Key words：kernel；object tracking；section information；Sum of Squared Differences(SSD) 

 

基于核函数的视频物体跟踪算法 [1]由于其出色的性能尤其是较低的运算复杂度近年来吸引了大家的广泛注

意。经典的核函数跟踪算法用 Epanechnikov 核将物体描述为按色彩分类的各像素点权重和的直方图，每个像素

点的权重大小由它自身在图像平面的位置决定。此外，该算法采用基于 Bhattacharyya 系数的测度 [1]来评价模板

和实际目标之间的差异，并通过均值漂移(mean-shift)[2−3]的方法最小化差异来实现对物体的跟踪。  
核函数视频物体跟踪算法的主要问题之一是大家熟知的“无穷多解”问题，即通过观察值无法唯一确定物体

的当前位置。George Hager 通过引入误差平方和(SSD)测度和牛顿迭代详细阐明了核函数算法的这个缺陷 [4]。Hager
将这个缺陷的原因归结为在牛顿迭代过程中方程的系数矩阵的秩不足，并且提出了用多核的方法来解决这个问

题。Fan 进一步使这些多核之间相互限制，相互配合 [5]，而 Wei Qu 通过利用系统的可观测性理论增强了核函数

的鲁棒性 [6]。核函数跟踪的其他相关问题，比如物体尺度变化、旋转、背景干扰等也引起了很多人的兴趣。Collins
提出了尺度核来处理物体大小的变化 [7]，Yilmaz 使用基于水平集 [8]的非对称核来同时处理物体的缩放和旋转 [9]，

而陈向东等通过改进的直方图映射提高了抗背景干扰的能力 [10]。除了以上关注点，在核函数物体跟踪过程中还

存在一个经常出现却没有被提出过的问题——多极值点。在某些情况下，尽管“无穷多解”的情况没有出现，目

标的位置可以被唯一确定，但是得到的这个位置可能是错误和虚假的，这是因为存在不止一个局部极值点，干扰

了算法的判断。为了解决这个问题，笔者在 Hager 提出的 SSD 算法的基础上，充分利用目标的权重分布信息，

提出了一个新方法：区域化核函数跟踪算法(SBT)。分析和实验都表明，即使在单核情况下，SBT 在应对“无穷

多解”以及更为一般的“多极值点”问题时，都表现出色，且自身天然具备处理目标缩放及旋转的能力。此外，

笔者设计了一个新核“QPeak”，使得包括 SBT 在内的核函数跟踪过程更具鲁棒性。  
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1  SSD 跟踪算法  

SSD 核函数跟踪算法 [4]的性能比广为人知的均值漂移核函数跟踪算法更为出色。与经典的核函数跟踪算法一

致，物体被描述为按色彩分类的各像素点权重和的直方图，而权重的大小由像素点在图像平面内的位置决定：  

1

1 ( )δ( ( ), )n
u i ii

q K b u
C =

= −∑ x c x                                  (1) 

式中： uq 表示按色彩分类的权重和直方图上的一个类别(即直方)；{ ix , i=1, 2, …, n}是像素点在图像平面的位置；

n 为像素点个数； ( )ib x 是分类函数，分类标准可以是色彩信息或者灰度信息等；u 为特征数值；δ 是克罗内克函

数(Kronecker delta)；K 是如 Epanechnikov 等的核函数，以物体内某一点 c 为中心(通常是物体中心点)，用于计算

像素点的权重；C 为归一化项，使得
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由此，物体模板和候选区域可分别写为 t=q U K c( ) 和 t ′=p c U K c( ) ( ) 。跟踪问题就归结为找到核函数的中心点在

新一帧中的位置 ′c ，使得物体模板和候选区域间的差异最小。在 SSD 核函数跟踪算法中，该差异用误差平方和

(SSD)来定义：  
2( ) || ||O = −c q p c( )                                   (5) 

与经典的均值漂移相比，SSD 跟踪算法中所采用的牛顿迭代是一种更为高效的方法，有着相当出色的一步收

敛性能。在 SSD 测度下，牛顿迭代的一步解的方程如下：  
1/ 21( ( )) 2 ( ( )) ( ( ))t t t −− Δ = −K K KJ Ud p c U J c J Ud p c q p c                       (6) 

( )1 2/ , /c c= ∂ ∂ ∂ ∂K K KJ                                   (7) 
(c1,c2)为向量 c 即核函数中心点在图像平面的坐标，而 d(p)表示以 p 为对角线的对角阵。  

SSD 算法使得跟踪过程更为快速，大大提高了核函数跟踪算法的性能，然而像多极值点问题等仍然会影响跟

踪的准确性，这使得笔者尝试进一步提高算法的稳定性。  

2  多极值点问题及区域化核函数跟踪算法  

2.1 多极值点问题 

与由“秩不足”造成的“无穷多解”相比，多极值点问题在核函数跟踪算法中更为普遍却未被提出。实际上，

无穷多解现象只是多极值点问题的一种。为了便于讨论且不失一般性，接下来的论述将基于 Hager 提出的性能优

异的 SSD 核函数跟踪算法。所谓多极值点，是指物体模板和候选图像区域间的差异，如误差平方和(SSD)存在不

止一个局部极值点，由此导致牛顿迭代或其他收敛算法的结果不准确或者不唯一。多极值点的情况经常有可能发

生，尤其是在多个物体间比较相像或者物体有一部分与背景类似的时候。  
一个简单的例子如图 1 所示。使用单个 Epanechnikov 核来计算目标的权重直方图。在图 1(a)中的矩形框表示

需要跟踪的目标，c1 是实际选择的核函数中心

或者说是 SSD 的真实极值点。然而，由于黑

色的背景与物体的黑色部分颜色一致，在图像

平面上还存在另一个虚假的极值点 c2。如果将

核函数中心点移至 c2，即将标示物体的矩形框

移至以 c2 为中心，如图 1 (b)所示，那么将会

得到和在 c1 处完全一样的权重直方图。换句

话说，c1 与 c2 是两个 SSD 极值相等(均为 0)
的极值点。又由于 c1,c2 两个点很接近，跟踪  
 

Fig.1 Example of background disturbing 
图 1 背景干扰的例子 

(a) (b) 

c2  c1 c2  c1 
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过程中很容易发生从一个点偏到另一个点的情况，跟踪变得很不可靠。这个例子不能用秩不足造成的“无穷多解”

来解释，因为核函数的中心仍旧可以用式(6)计算得到唯一解，尽管得到的值可能是虚假极值点。实际上，“无穷

多解”问题是极值点连续分布的多极值点问题，而本例是极值点离散分布的情况。  

2.2 区域化核函数跟踪算法  

如 2.1 所述，多极值点问题会严重干扰核函数物体跟踪过程，造成跟踪失败。然而，重新观察一下图 1 会发

现，尽管标示物体的矩形框在以 c1 为中心和以 c2 为中心时的权重直方图完全一致，但是黑色区域与白色区域的

相对位置发生了改变，这使笔者意识到可以在原有 SSD 算法的基础上加入权重的区域分布信息来解决多极值点

问题。这里的“区域”，是指物体在图像平面内的一部分或一个划分。  
用 ( )ifv x 表示区域分割函数，则式(1)可改写为：  

1
1

( ) ( ( ), ) ( )
n

uv i i iiq K b u f
C == − δ∑ vx c x x                               (8) 

式中：  
( ) [ ( ), ]

j
i j i jf a v= δ∏v x x                                    (9) 

( )j ia x 是区域分类函数，将像素 ix 所属的区域映射到对应的 vk 值上。 v 是一个向量，表示由一个或多个区域

分类函数划分出来的一个特定区域。换句话说，函数 ( )j ia x 反映了对目标的一种划分，而克罗内克函数的积则反

映了多种划分的组合。  
有了式(8)和式(9)，目标的权重直方图便可以反映像素点所在的区域信息，对目标的描述也变得更为精确。

也可以将式(8)写成矩阵形式：  
t=s sq U K c( )                                         (10) 

式中：  

11 21 1 12 22[ , , , , , , , ]m md=sU u u u u u u" "                               (11) 

1 1[ ( ( ), ) ( ), , ( ( ), ) ( )]t
ik k n k nb i f b i f= δ δu x x x x"                            (12) 

在 umd 中的下标 d 表示区域分类函数及其组合划分的区域总数；m 与在 SSD 算法中的意义一致，表示按色彩

分类的权重直方图上直方的个数； ( )ikf x 表示按一定次序排列的一系列 ( )ifv x 中的一个； sq 是描述目标的向量，

向量中的元素 uvq 与 t
sU 中元素的排列次序相对应。显然，式(10)与式(2)具有相同的形式，牛顿迭代过程可以和原

先在 SSD 算法中一样地在 SBT 算法中运用。由于 sq 的维度大于 q，所以有：  
1/ 2 1/ 2( ( ) ) ( ( ) )tt

srank d rank d− −
K Ksp U J p U J≥                            (13) 

这表明区域信息有助于增加方程系数矩阵的秩，从而降低了发生“无穷多解”问题的可能性。同时，由于区

域信息的加入，更为常见的“多极值点”问题发生的可能性也大为降低。重新考虑一下图 1 的情况，如果将物体

分成左右两个区域，则由于物体黑色部分所在的区域不同，此时跟踪过程将不再受虚假极值点 c2 的干扰。  
理论上，物体区域的划分数量是任意的。然而，尽管更多的区域能够提供对物体更为精确的描述，区域数量

过多却会导致吸引盆过小，造成跟踪能力降低。在实际应用中，建议每个区域的像素点数量平均在 150 以上。  

3  SBT 算法扩展  

有了区域信息的帮助，物体的尺度变化和旋转便可以在单个核函数的条件下，通过区域的运动情况进行计算。

按照区域重写式(11)， 1 2[ , , , ]s s sd=sU u u u" ，其中， 1 2[ , , , ]si i i miu u u=u " ，每个 siu 唯一对应一个区域。同样的，有相

应的 siq 和 sip 。用 siq , sip , siu 代替 q , p , u 代入式(6)进行计算，得到了每个区域的平移参数。在实际应用中，通过

将所有区域对应的 siq , sip , siu 分别按相同的顺序排列，可以利用式(6)一次计算出所有区域的平移参数。这些区域

平移参数同时反映了整个物体的平移以及各区域对于核函数中心点的相对运动。  
用 Δc 表示核函数中心的移动，也就是整个物体的平移参数，用 Δcsi 表示某一个区域的平移参数，则每个区

域对于中心点的相对运动即为 Δcri=Δcsi –Δc。Δcri 反映了物体的缩放及旋转，在每个区域中定义一个参照点，把

该点的坐标作为该区域的位置，由此，可以利用 Δcri，在以核函数中心为原点的极坐标下计算各区域相对于原点

的距离及角度的变化。距离的变化对应着物体的缩放，而角度的变化则对应着物体的旋转。  
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此外，受多个核函数之间约束条件的启发 [5]，也为各个区域之间的关系增加了约束条件，以此来进一步提高

SBT 算法的性能。由于各个区域互相紧密连接共同构成整个物体，因此，利用区域间的结构关系添加约束条件是

一个比较自然的做法。在实际应用中使用了这样的约束条件，即所有区域对于核函数中心的相对运动的矢量和为

零。当然，也可以采用其它合理的约束条件。  

4  实验及结果  

为了进一步提高核函数跟踪的效果，笔者设计了一个新核——“QPeak”，其表达式如下：  

1 scale 2 scale= (1 (| - |/ ) 0.5 (| |/ ) 0.5 )K x c x y c yλ − − − − −                           (14) 

式中：(x, y)是物体像素点坐标；(c1, c2)是核函数中心点坐标； scalex 和 scaley 分别是从物体边缘到核函数中心点的最

大水平与竖直距离；λ 是常数。该核函数的好处是显而易见的。  
首先，该核函数具有分段线性，因此更适合于牛顿迭代过程，具有更好的一步收敛性能。其二，设 pu,qu 分

别是目标模板和候选图像的权重直方图的第 u 项，即第 u 个直方，根据式(5)，在 pu,qu 间的差异一定的情况下，

较大的 pu,qu 会导致较小的 ΔOu。换句话说，SSD 测度对权重和较小的点集更为敏感。与 Epanechnikov 核函数相

比，QPeak 有着更多的小权重区域，因此能够对物体的更多部分敏感，进而使得跟踪过程更具鲁棒性。该新核将

在接下来的实验中使用。  

4.1 物体位置跟踪  

在这一部分，将比较 SBT 算法和 SSD 算法在跟踪物体平移过程中的表现。由于 SSD 算法被认为优于均值漂

移算法，所以没有加入均值漂移算法作为 SBT 的比较对象。在实验中，SBT 算法分别在采用 Epanechnikov 核

(E-SBT)，QPeak 核(Q-SBT)以及在采用 QPeak 核的条件下进一步添加约束条件(QC-SBT)这 3 种情况下进行计算；

SSD 算法采用 Epanechnikov 核(E-SSD)进行计算。尽管 QPeak 核同样能够提升 SSD 算法的性能，但由于篇幅限

制，在本文中没有列出，具体可参见文献[11]。跟踪过程都基于灰度域，权重直方图按彩色转灰度后的灰度值分

成 32 类(即直方的个数)。SBT 算法中区域的个数为 4。为了使比较更有说服力，没有使用任何高级的模板更新算

法，下一帧图像直接使用当前帧的跟踪结果作为目标模板。每一帧图像处理时的牛顿迭代次数均为 2。  
下面列出了实验中具有代表性的 2 个例子。图 2 是对人脸的跟踪结果，人脸与身后作为大块背景的门在灰度

域上非常接近，由于算法在灰度域进行，此种情况即为前文讨论的背景干扰的情况。图 3 是对运动员头盔的跟踪，

头盔的主体颜色与球衣的部分颜色一致，这是物体间类似

的情况。上述 2 种情况均很容易出现多极值点问题，跟踪

很容易被灰度相似的背景或物体影响。然而，从图 2 和图

3 反映的实验结果可以看出，带有区域信息、对物体描述

更精确的 SBT 算法，表现出了相比 SSD 更为优异的性能，

且在 QPeak 核的帮助下，跟踪过程更加准确。而在进一

步加入约束条件后，由于 Q-SBT 算法表现已经很出色，

没有更多的提升空间，因此 QC-SBT 与 Q-SBT 的实验结

果看不出差别，为节省篇幅，用一张图同时表示 Q-SBT
与 QC-SBT 的结果。  

Fig.3 Tracking of the blue head 
图 3 蓝色头部跟踪 

(a) E-SSD 

(b) E-SBT 

(c) Q-SBT & QC-SBT 

Fig.2 Tracking of human face. 
图 2 人脸跟踪 

(a) E-SSD              (b) E-SBT         (c) Q-SBT & QC-SBT 
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4.2 物体缩放及旋转  

在这一部分给出了物体尺度变化及旋转的跟踪结果，分别是大小发生变化的人脸和一张绕顶点旋转的 CD
盒。计算缩放及旋转的方法即如第 3 部分“SBT 算法扩展”中所述。由于计算物体的旋转及缩放对各区域的平移

参数精确度要求较高，因此采用含约束条件的基于 QPeak 核的 SBT 算法，即 QC-SBT 来计算。采用的约束条件

为前文所述的结构约束，即所有区域对于核函数中心的相对运动的矢量和为零。物体的区域数和平移跟踪实验一

样是 4 个。实验结果如图 4、图 5 所示。很明显，SBT 算法具有很好的处理物体缩放及旋转的能力。  
 
 
 
 
 
 

5  结论  

本文提出并研究了多极值点问题。为解决这一问题，本文在 SSD 算法的基础上提出了区域化核函数跟踪算

法 SBT 及其扩展。实验证明，该算法能够有效减少多极值点问题的发生，增加跟踪过程的鲁棒性，并天然具有

处理物体尺度变化及旋转的能力。  
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Fig.5 Tracking of the rotating CD 
图 5 跟踪旋转的 CD 

Fig.4 Tracking of human face with scale change 
图 4 跟踪大小变化的人脸 


